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Zur Zeit ist zwar noch nicht ganz sicher, ob das durch 
unsere Brille Gesehene auch wirklich auf Dauer tragfiihig 
sein wird, aber selbst wenn nur das Schone in den Struk- 
turen fester Stoffe bleiben sollte, es hatte sich allemal 
gelohnt[**l. 

1. Einleitung 

Als Einleitung wollten wir eigentlich iiber von Schnerings 
umfangreichen Beitrag zur Festkorperforschung schreiben. 
Als wir aber Seite um Seite fiillten, ohne zu einem Ende zu 
kommen, wurde uns bewuDt, daB wir den Umfang unseres 
Artikels sprengen wiirden. Da keine Moglichkeit zur Kiir- 
zung bestand, haben wir aufgegeben. 

In einem kleinen Buch von Kowalew~ki[~]  aus dem Jahre 
1921 sind einige bemerkenswerte Dinge enthalten, iiber die 
wir hier zunachst berichten mochten. Kowalewski beschreibt 
dort den Keplerschen Korper, ein Keplersches DreiDigflach, 
das wir wohl rhombisches Triakontaeder oder nur Triakon- 
taeder nennen. Dieses Polyeder besteht aus, wie Kowalewski 
sie nennt, Keplerschen Rhomben, die dadurch gekennzeich- 
net sind, daI3 das Verhaltnis ihrer Diagonalen gleich dem 
goldenen Schnitt z = ($ + 1)/2 ist. Keplers Interesse an 
diesem Polyeder war darin begriindet, daB es eine Verkniip- 
fung zweier Platonischer Korper darstellt : Die kleinen Dia- 
gonalen bilden die Kanten eines Dodekaeders und die 
groBen die eines Ikosaeders. DreiBig solche Keplersche 
Rhomben ergeben das Triakontaeder. 

Kowalewski zeigt in seinem Buch, daB das Triakontaeder 
auch aus zwei anderen Bausteinen, die er Flachblocke und 
Steilblocke nennt, aufgebaut werden kann. Heute nennen 
wir diese abgeflachte bzw. gestreckte Rhomboeder. Kowa- 
lewski zeigte, wie zwanzig dieser Rhomboeder, zehn von je- 
der Sorte, das Triakontaeder bilden, und er war sich sicher, 
daI3 Kepler dies schon wuBte, wahrend er Zweifel daran hat- 
te, ob Kepler auch die RegelnL4], die er auI3erdem fur eine 
Raumerfiillung rnit diesen Korpern, in seinem Fall mit dem 
Triakontaeder, rnit Hilfe eines Farbschemas ableitete, bereits 
kannte. 

Kowalewski fand auch, daB 32 der 64 Ecken eines sechsdi- 
mensionalen Wiirfels das sechsdimensionale Urbild des Tria- 
kontaeders konstituieren. Die anderen 32 Ecken bilden 
ebenfalls eine Urform, ein Komplement zur ersten, welche im 
dreidimensionalen Raum als Triakontaeder erscheint. Er lei- 
tete dariiber hinaus ab, daD die zwanzig Blocke, welche das 
Triakontaeder aufbauen, im sechsdimensionalen Urbild als 
gleich groBe dreidimensionale Wiirfel erscheinen. 

Kowalewski beschreibt weiter das Rhomben-Dodekaeder 
als eine Verbindung von vier Flachblocken, von denen jeder 
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aus sechs Rhomben rnit dem Diagonalenverhaltnis 1 :2 be- 
steht (Abb. 1). Dieser grundlegende Kowalewski-Flachblock 
ist die kleinste Einheit zur raumerfiillenden Beschreibung der 
kubisch innenzentrierten (bcc) Struktur. Nach Kowalewski 
bilden 14 der 16 Ecken eines vierdimensionalen Wurfels das 
Urbild des Rhomben-Dodekaeders. 

Abb. 1. Das Rhomben-Dodekaeder mit einem der vier Kowalewski-Flach- 
blocke, die es aufbauen. 

2. Ein Modell fur quasikristalline Strukturen 

Unser erstes Modell wurde aus hochauflosenden elektro- 
nenmikroskopischen (HREM) Aufnahmen einer AlCuFe- 
Legierung abgeleitetI5. 61. Dabei wurde ersichtlich, daI3 es mit 
z metrisch auf vier verschiedene Strukturen reduziert werden 
kann. Ein gemeinsames Merkmal dieser Strukturen ist das 
Prinzip der gegenseitigen Durchdringung, denn Polyeder mit 
Ikosaedersymmetrie konnen nur dann raumerfiillend ange- 
ordnet werden, wenn sie sich gegenseitig durchdringen diir- 
fen. Dieses Prinzip erklart auch die generellen Merkmale 
der HREM-Bilder von quasikristallinem Material, die aus- 
schlieBlich aus sich schneidenden Polygonen aufgebaut zu 
sein scheinen. 

Abh. 2. Vier Ikosaeder so angeordnet, daD ein Kepler-Rhombus entsteht. 
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Wir mochten das Prinzip der Durchdringung an unserer 
einfachsten Struktur, n = 1 (siehe Tabelle l), zeigen. Vier 
Ikosaeder sind so angeordnet, daB ihre Zentren einen 
Kepler-Rhombus bilden (Abb. 2). Wenn man die Lange der 
Ikosaederkanten gleich eins setzt, ergeben sich die Langen 
der kurzen und langen Diagonalen zu z bzw. 7 + 1. Diese 
Anordnung zwingt die Ikosaeder, sich entlang der funf- 
zahligen Achse zu durchdringen (Abb. 3). Die Kante des 
Rhombus (Quasi-Gitterkonstante) berechnet sich dann zu 
( 7 v m ) / 2 .  

Abb. 3. Die Durchdringung der Ikosaeder, die zum Aufbau des Kepler-Rhom- 
bus in Abbildung 2 notwendig ist. 

Hiermit ist die erste Grundbaueinheit gegeben. Mit der 
Restriktion, daB Translationssymmetrie verboten ist, kann 
nun der Raum durch Zufiihrung weiterer Ikosaeder gefiillt 
werden. Dabei tritt in Richtung der dreizahligen Ikosaeder- 
achsen ein neuer Durchdringungstyp auf (Abb. 4). Wenn ei- 

Abb. 4. Durchdringung entlang der dreizahligen Ikosaederachsen. 

ne groBe Zahl von Ikosaedern so zusammengefiihrt wird, 
erkennt man, daB Flach- und Steilblocke entstehen, die 
ebenfalls gemaB den AnpaB-Regeln verknupft zu sein schei- 
nen. Mit der Durchdringung gehen die meisten Ecken der 

Ikosaeder verloren, doch die anfangliche Baueinheit, das 
Ikosaeder, pragt der ganzen Struktur eine funfzahlige Achse 
als Symmetrieelement auf. 

Unter Verwendung der Begriffe Steil- und Flachblocke 
erkennen wir in Abbildung 4 die Sttuktur, die schon Elswijk 
et al.[’] beschrieben haben. Diese Autoren hatten auch dar- 
auf hingewiesen, daB der Steilblock den Strukturen der La- 
ves-Phasen sehr ahnlich ist. Wir mochten dazu noch ergan- 
Zen, daB zwei iiber eine Spiegelebene verknupfte Steilblocke 
eine 36atomige Einheit der hexagonalen MgZn, -Struktur 
ergeben und daB der Flachblock eine achtatomige Einheit 
der bcc-Packung in einer Anordnung wie beim Kowalewski- 
Flachblock in Abbildung 1 enthalt. Fur die Einfiihrung spe- 
zieller Flachblocke besteht aber keine Notwendigkeit, denn 
sie werden bereits durch die Anordnung der Steilblocke er- 
zeugt. Anders gesagt: Alle Atome von bcc-gepackten Einhei- 
ten lassen sich mit Steilblocken, Einheiten der MgZn, - 
Struktur oder, am einfachsten, rnit dem Durchdringungs- 
Prinzip erzeugen. 

Die Schritte zum Aufbau einer Quasikristallstruktur rnit 
Ikosaedern sind in Abbildung 5 gezeigt. Dieser Algorithmus, 
entwickelt fur die Ableitung von QuasikristallstrukturenrE1 
iiber das Durchdringungs-Prinzip, eignet sich in gleicher 
Weise fur die Simulation des Wachstums von Quasikristal- 
len. Dies gilt natiirlich allgemein und kann daher auch auf 
Systeme mit n = 2-4 angewendet werden. Die Expansion 7 

bei n = 1 ergibt fur den Kepler-Rhombus die in Abbildung 
6 gezeigte Struktur als Baueinheit fur n = 2. Die Abfolge 
entlang der funfzahligen Achse ist nun: Durchdringung von 
Ikosaedern + Durchdringung von pentagonalen Prismen 
und Ikosaedern. Bei einem Blick entlang der zweizahligen 
Achse 1aBt sich ein Teil des WAl,, -Strukturtyps erkennen. 

Vollstandige Ikosaeder-Durchdringung an jeder Ecke des 
zentralen Ikosaeders fiihrt zu einem pentagonalen Dodeka- 
eder, dessen Kanten die Einheitslange haben. Vollstandige 
pentagonal-prismatische Durchdringung an jeder Ecke des 
zentralen Ikosaeders ergibt das Ikosidodekaeder rnit Kanten 
der Einheitslangen fur n = 1 und 2. Wenn sich weitere Glie- 
der bilden, wird die Durchdringung um ein zentrales Atom 
entlang der zweizahligen Achse unterbrochen - so entstehen 
Teile der Cr,Si- und WAl,,-Struktur. 

Beim nachsten Glied (n = 3) werden die Ikosidodekaeder 
iiber Ikosaeder verknupft (Abb. 7). Teile der WAl,, -Struktur 
bilden die dreizahlige Achse, und die a-AIFeSi-Struktur bil- 
det die zweizahlige Achse. Die Strukturen fur n = 4 haben 
wir bereits friiher bes~hr ieben[~*~I .  In Tabelle 1 sind daher 
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Abb. 5. Zusammenbau von Ikosaedern nach den Prinzipien der Durchdringung und des Wegfalls von Translationssymmetrie. Dabei entsteht direkt eine Anzahl 
bekannter Strukturen: a) Ein Kepler-Rhombus, b) zwei Kepler-Rhomben, die einen Steilblock bilden, c) zwei Kepler-Rhomben, die einen Flachblock bilden, d) zwei 
Steil- und zwei Flachblocke. 

fur n = 1-4 die strukturellen und metrischen Beziehungen 
zusammengefaDt. 

3. Beziehungen zwischen dem Modell und der 
Struktur von a-AlFeSi 

Die Strukturen der Glieder mit n = 3 und 4 weisen groBe 
Ahnlichkeiten mit der Struktur der ternaren intermetalli- 

schen Phase a-AlFeSi auf. In unserer Beschreibung des Glie- 
des mit n = 4[’1 bauten wir die Struktur aus dem kleinen 
Rhomben-Ikosidodekaeder und dem Ikosidodekaeder auf. 
Spater erkannten wir, daIj genau mit diesen beiden Poly- 
edern auch der Aufbau der a-AlFeSi-Struktur moglich ist, 
was wir nun ausfuhrlicher erlautern mochten. 

Abb. 6. Kepler-Rhombus fur n = 2. 
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Abb. 7. Steilblock fur n = 3 
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Tabelle 1. Strukturelle und metrische Beziehungen fur n = 1-4. Die Struktur von CooDer kann rnit kleinen Rhomben-Iko- 

n dreizahlige Struktur zweizahlige Struktur funfzahlige 
Quasi- Quasi- Quasi- 
konstante konstante konstante 

T 1 / . T . 1  

T 2 p T T  

T 3  p T T  

- T 4  1/.T.1 

T Cr,Si ~ 2 I!!! 2 bcc 

WAI,, ~ 2 2 -  + Cr,Si T l  2 

a-(AlFeSi) ~ 2 T 3  

4 -  "' a-AIFeSi T~ 

T 2  p 
3 -  WAI 12 2 

2 2 

Coopertg1 berichtete bereits uber die nur partielle Beset- 
zungen von Atomlagen in der kubischen Elementarzelle von 
a-AIFeSi (a = 12.56 A, Raumgruppe Zm3) und folgerte dar- 
aus, daB es sich wohl um eine gemittelte Struktur handelt. 
Tatsachlich wird bei Zugrundelegung der Raumgruppe Pm3 
rnit zwei verschiedenen Elementarzellen im Kristall ein che- 
misch vernunftigeres Modell erhalten. 

sidodekaedern, die entlang der zweizahligen Achse gemein- 
same Quadratflachen und rnit einem Ikosidodekaeder eine 
gemeinsame Dreiecksflache entlang der Raumdiagonale auf- 
weisen, beschrieben werden. Seine zwei verschiedenen Ele- 
mentarzellen stehen dann einfach iiber die Translation 112 
112 112 in Beziehung (Abb. 8). In der Rechnung wurden da- 
bei die von ihm fur die beiden Elementarzellen angegebenen 
Koordinaten verwendet. Das kleine Rhomben-Ikosidodeka- 
eder ergibt sich folgendermaflen : Ein zentrales Ikosaeder ist 
mit pentagonalen Prismen uberdacht und bildet so ein Ikosi- 
dodekaeder, das wiederum mit pentagonalen Antiprismen 
uberdacht ist, so daB letztlich das kleine Rhomben-Ikosido- 
dekaeder resultiert (Abb. 9). 

Abb. 9. Das kleine aus Al-Atomen aufgebaute Rhomben-Ikosidodekaeder in 
der Struktur von cc-AIFeSi. Die ausgefullten Kreise markieren fur die Lage 
AI(9) die Positionen im unverzerrten Polyeder. 

Die fur a-AlFeSi berechneten und gemessenen Koordina- 
ten sind in Tabelle 2 aufgelistet. Die groBte Diskrepanz tritt 
bei Al(9) auf, zu dem es im Abstand von 2.44 8, ein Symme- 
trie-aquivalentes Atom gibt. Der kurze Abstand der beiden 
Atome hat sterische Grunde. Die Tatsache, daB das kleine 

Tabelle 2. Vergleich der von Cooper gemessenen rnit den von uns berechneten 
Koordinaten von a-AIFeSi. 

Atom gemessen berechnet 
-lage [a] x y z x Y Z 

T-:p = 0.165 T - 3 p  7- - - 0.102 0 
Al(3) 0.165 0.101 0 ~ 

Al(1) 0.378 0 0 T-, = 0.382 0 0 

- 3  T - 2  T - 1  

2 

T 2  + 1 
Al(9) 0.327 0.403 0 % = 0.309 2r"- = 0.427 0 

T - 3  
Al(11) 0.128 0.117 0.5 L = O . l 1 8  2 I= 0.118 0 

AI(5) 0.115 0.187 0.300 = 0.118 -- = 0.191 I = 0.309 

- 1  

- 3  

Abb. 8. Die Cooper-Strukturen I (a) und I1 (b). 

[a] Die Atomlagen A1(2), Al(4) und Al(6) werden durch die Translation 1/2 1/2 I/z 

aus Al(1). Al(3) bzw. AI(5) erhalten. Al(3) sind die Ikosaeder-Eckatome im 
Zentrum des Ikosidodekaeders, Al(1) und Al(5) sowohl die Ikosidodekaeder- 
Eckatome im Zentrum des kleinen Rhomben-Ikosidodekaeders als auch 
,,freie" Eckatome und Al(9) sowie Al(11) die Eckatome des kleinen Rhomben- 
Ikosidodekaeders. 

Rhomben-Ikosidodekaeder gemeinsame Quadratflachen auf- 
weist, zwingt die benachbarten Atome zweier Polyeder zu 
diesem kurzen Abstand - schliel3lich ist es ein groBes Poly- 
eder -, und die Atome mussen von den idealen Polyederposi- 
tionen abweichen. Die Standardabweichung c ist fur die Po- 
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0 0 0 0  
0 0 

0 0 0 0  

0 a 0 

9 8 * 9  
Abb. 10. Ubergang zwischen zwei primitiven 
Strukturen -die gemittelte Struktur ist innen- 

0 0 0 zentriert. Die kleinen Kreise stehen fiir die 
Ikosidodekaeder. die groDen fur die kleinen 

0 0 0  Rhomben-Ikosidodekaeder in der Struktur 
0 0 von Cooper. 

zellen gelost. Wir zeigen in Abbildung 10, wie in einem sol- 
chen Kristall Domanen auftreten konnen. 

sition des A1(9)-Atoms entsprechend 0.02 A, wahrend alle 
anderen a-Werte kleiner als 0.004 8, sind. 

In Arbeiten iiber die Strukturen von Legierungen werden 
oft partiell besetzte Atomlagen angegeben. Cooper hat dieses 
Problem elegant durch die Verwendung von zwei Elementar- 
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